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4.2 Elementare Bewegungen 2

Der schiefe Wurf (Uberlagerung zweier Bewegungen)

Prinzip der ungestorten Superposition: Die Einzelbewegungen beeinflussen sich
nicht, jede Einzelbewegung lauft so ab, als ob sie allein vorhanden ware.

(Folge des Superpositionsprinzip von Einzelkraften F= ZI.IE,-)

Bei allen Wiirfen Uberlagert sich eine Bewegung mit

Vo = const. und der freie Fall

V =Vy+Vea vektorielle Addition
Als Startpunkt wahlen wir: z
0
x(0)=0, y(0)=0 und z(0)=h, d. h. X(t=0)=|0 h
h

und legen die x-Achse so, dass die Wurfbahn in die xz-Ebene fallt.



4.2 Elementare Bewegungen

Die Anfangsgeschwindigkeit bzw. -beschleunigung sei

Vi(t=0)] [vo, a,(t=0)] [0
V(t=0)=|v,(t=0)|=| 0 bzw. a(t=0)=|a,(t=0)|=| 0
v,(t=0) Yo,z a,(t=0) -9

Die resultierende Geschwindigkeit:

Vy Vo.x 0 Vox +0-t Vo.x
Vit =vp+g-t = Vv(t)= vy|=| 0 |+| O |-t=] 0+0-t |=
vV, Vo,z -9 VO,Z -9 -t VO,z -9 -t
4.2 Elementare Bewegungen
Entsprechend bestimmen wir den ,Wegvektor*:
- - - 1 —- 2 —- — 1 — 2
s(t):so+v0-t+§~a~t :so+v0~t+§-g-t
1 2
Sx()| [Sox | |Vox-t Gox 12| [SoxtVox t+5 Joxt
S(t)=|sy(t)|=| S0y |+ voy ,y'tz = so_},+v0y-1‘+%-g()’y~z‘2
S,(t) So, Voz- goz So,z tVo,z ’t+%'90,z 12

0 Vo.x 0
mit§0=0,\70= O ,g: 0

h o,z -9
0+voxt+ O Vox -t
s(t)={0+ 0 + O = 0

h+v0’Z~t—%~g~t2 h+vg, t—1-g-t?
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X(t)=vox -t
y(t)=0

1 2
z(t):—§~g~t +Voz-t+h

Die Bewegung ist also eine Uberlagerung einer gleichférmig geradlinigen
Bewegung in x-Richtung und einer gleichférmig beschleunigten Bewegung in z-
Richtung.

Elimieren von t = x/v, , gibt die Wurfparabel (siehe Abbildung)

z(X)=——~%~x2+VO'Z x+h z
VO,X VO,X
h
Xs X
4.2 Elementare Bewegungen 6

Ihr Scheitel liegt bei dem x-Wert, fiir den dz/dx =0 ist.

dz' v
—:0:—%~x3+ L
X VO,X VOX
— . — -2 .

Ly 2 Voz Vox [Vo|-sing-|[V|-cose v -sing-cose

s = = =

g g g

2 sin(2
X _ Vg -sin(29)
ST 29

Der Scheitel hat also bei vorgegebener Abwurfgeschwindigkeit v, seinen
grolten Wert fir ¢ = 45°.



4.2 Elementare Bewegungen

Um die Wurfweite bei schragem Wurf zu berechnen, setzen wir z(xy, ) =0.

v
0:—1-%. 2,70z y 4 h
2 VO,X VO,X
2:-vgyV 2.v3
0:Xv2v_ 0,x O,Z_XW_ O,X.h
g g
Vox Vo Vox Vo 2 2»v§
= X, =—2—%+ ( X ’Zj + X . h
g g g

Da x,, > 0 sein muss, kommt nur das positive Vorzeichen in Frage. Wegen
1 .0 .
Vo,z Vox = Evg -sin(2¢)

|asst sich diese Formel umformen zu

52

Vo . 29-h
Xy =—=>-Sin(20)-| 1+ [1+ —"—5—
Y 2g ((p){ \ Vg-sinz(p}l

4.2 Elementare Bewegungen

Will man wissen, fir welchen Winkel bei festem Betrag v, der Anfangsge-

schwindigkeit die grofte Wurfweite erzielt wird, so muss dx,, /de =0 gesetzt
werden.

Ergebnis:

: 1 h=0
Popt,  =arcsin| —————| =
v J2+2g-h/vE




§ 5 Dynamik der Rotation
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Eine haufig auftretende Form der Bewegung ist die Drehung um einen Punkt
oder um eine Achse. Zur Beschreibung von Drehbewegungen benutzt man
einige besondere Begriffe, die im folgenden vorgestellt werden. Bei einer Kreis-
bewegung ist lediglich der zweite Term in
_dr . de
V=—- 6 +r(t)—=
at &

von Null verschieden und r zeitlich konstant.

zeitliche Anderung des Richtungsvektors
/ (Kreisbewegung)
d de,

V=—-=r.—L
dt dt

S|

Betrag von r

Wir wollen die Anderung des Einheitsvektors mit dem Winkel ¢ beschreiben, den
der Vektor mit einer Referenzachse hat.
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2-dim.

(links) Bei einer Kreisbewegung in zwei Dimensionen rotiert der Ortsvektor mit
konstanter La&nge um einen festen Punkt; seine Lage wird durch den Winkel ¢
angegeben.

(rechts) Der Vektor, der in drei Dimensionen die Drehbewegung reprasentiert,
steht senkrecht auf der Ebene, in der die Bewegung stattfindet. Der Drehsinn ist
durch die Rechte-Hand-Regel gegeben.

Damit ist fiir eine Kreisbewegung:

‘V‘:r.i
dt

12

Die zeitliche Anderung des Winkels assoziiert man mit einer GréRe w, die
Winkelgeschwindigkeit hei’t und die so definiert ist

=39
dt
L

Einer Drehung um 360° entsprechen 2x rad (Taschenrechner!). Der Betrag der
Geschwindigkeit eines Massenpunktes auf einer Kreisbewegung ist mit ©
ausgedriickt

(Kreisbewegung)

Es ergibt sich noch die Frage, wie man den Drehsinn festlegt, denn links herum
ist nicht dasselbe wie rechts herum.
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Man hat sich international geeinigt, die Schraubenbewegung der rechten Hand
zugrunde zu legen.

Man verfahrt wie folgt:

Zeigt ein Vektor @ in Richtung des Daumens, so geben die restlichen Finger der
rechten Hand die Drehbewegung an.

(Zeigefinger entspricht r, Mittelfinger ¢)

Will man die Kreisbewegung vektoriell ausdriicken, so benutzt man das
Vektorprodukt oder Kreuzprodukt, das so heil}t, weil das Resultat wieder ein
Vektor ist.

v:&xf‘

Der Drehsinn wird wieder durch die rechte Hand angegeben. Zeigt ® in Daumen-
richtung und r in Zeigefingerrichtung, dann zeigt v in Richtung des Mittelfingers.

14

BetragsmaRig ist
|ox Fl|=w-r-sina

wobei o der Winkel zwischen @ und r ist.

Im Falle der Kreisbewegung ist oo = 90° und es folgt
V|=|®x F|=w-r-sin90°=w-r

Man beachte, dass
Fxod=—(dxr)

ist, dass also eine Vertauschung von Vektoren im Kreuzprodukt mit einer
Vorzeichenumkehr eingeht (Nicht so im Skalarprodukt!).
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Nachdem jetzt die Winkelgeschwindigkeit & als Vektor ausgedrtickt werden
kann, missen auch die damit zusammenhangenden Grofien ¢ und & (Winkel-
beschleunigung) als Vektoren dargestellt werden.

¢ und a sind parallel zur Winkelgeschwindigkeit  gerichtet, da

d
dt

Sl

=

=0

und damit die Winkelbeschleunigung a.

do

Ge——ph=—>t=

dt dt?

Fir die Einheiten gilt:

[¢]=1Radiant =1rad

., lrad 4
=———— =38
(8] -+
[3)="5 =
S
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Weitere KenngroBen der Drehung

Drehzahl n n:= M
2n
Periodendauer T T = 1 = %—n
n ol
Zahl der Umdrehungen N N = ‘23‘
T

Bewegungsgleichungen der Rotation

Sie werden in volliger Analogie zur Translation gebildet.

a0)=32 = de=a(t) dt
dt
Integration:

—

t
da:ja(t)dt
0

=1
S
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t
-y = I&(t)dt @ : Anfangswinkelgeschwindigkeit bei t =0
0

t
@(t) = @ + [ a(t)dt
0

Der Winkelgeschwindigkeitszuwachs ist gleich dem Zeitintegral tber die Winkel-
beschleunigung.

a(t) = %‘lf’ = dp=a(t)-dt

t
o(t) = ¢g +_[6)(t)d€o ¢ : Anfangswinkel bei t = 0 (haufig ist ¢y =0)
0

Anwendung auf zwei einfache Sonderfélle:
« die gleichformige Kreisbewegung mit 6. =0
« die gleichmaRig beschleunigte Kreisbewegung mit & = const.
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Zusammenhang zwischen der Rotation eines starren Kérpers und der
Bahnbewegung seiner einzelnen Punkte

Der Kérper K mége sich um den Winkel ¢ drehen. Ein beliebiger Punkt P, der
von der Drehachse A den Abstand |F|=r hat, legt dabei den Kreisbahnabschnitt §
zurtick.

P s 0
i =] $=|0 schaut aus der
A 9 Ebene heraus
Re - M ®
\\ r \\
A Kreisabschnitt
K \\ ’

=90°

o
s=[§|=|¢|-|r|-sin® = |§|-|F|=0-r

[¢]=1rad (BogenmaR)



19

Die Bahngeschwindigkeit v ergibt sich dabei zu:

. d§ d.. .. dp . . df dp -
V=—"=— Fl=—/Xr+¢px—=—xr
i Chl el i
_— =~
=0 =m
V=0xTr ‘ Bahngeschwindigkeit
v=|7|=|a||F|-sin® = [&|[F|=c-r

Entsprechend folgt fiir die Kreisbeschleunigung a

o do . . df do . _ .
XFl==—xF+0Xx—=""XxF+0xV

T odt dt  dt

a=axr+oxvs= dtangential T Azentripetal I

20

Da r senkrecht auf v steht, steht damit auch &ngential S€NKrecht auf a@,enripetal-

Wenn wir uns die Vektoren jetzt richtungsmaRig anschauen, sehen wir:

a) dtangential Parallel zur Bahngeschwindigkeit v

b) @,entripetal iIMmer zum Drehpunkt A gerichtet

Betrag der Tangentialbeschleunigung:
©=90°

8tangential = |atangential| = |0L X I’| = |&|-|r|~sin® = a-r
Atangential = &I
Betrag der Zentripetalbeschleunigung:
=90° v=mr ®=Vv/r
= ov = o?r = V¥r

8zentripetal = ‘ézentripetal‘ = ‘63 x ‘7‘ = ‘6)‘ ’ “7‘ -sin®

2 2
Azentripetal =V /r =0 -r




Kreisbewegungsgleichungen 21

Bewegungsgrofien gleichmaRige
Kreisbewegung

o(to) = 0o
Winkelbeschleunigung a=0
Winkelgeschwindigkeit =g
Drehwinkel =g+ (t-1tp)
Umfangsgeschwindigkeit V=r-mg

Zentripetalbeschleunigung azp = r-mg

Tangentialbeschleunigung 8y, =0

gleichmaRig beschleu-  gleichmagig beschleu-

nigte Kreisbewegung nigte Kreisbewegung
o(tg) = @, 0(t) = g ®9 =0,00 =0, =0
o=0g o =0
®=0g+a-(t-f) o=o0q-t =200 ¢
o2
Q=¢g+0g-(t—1y)+ (p:%ao-tzz—z =2n-N
%o
+3ag(t—ty)
v=r-[og+oag-(t-1fy)] v=r-og-t
2 2 (2
azp:r-[oaoﬂxo-(t—to)] ap=r-oag-t
Atgn =0 I Atgn =0 I



